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Kumpulan tiedekirjasto
Tyo¨ssa¨ esitella¨a¨n Laplace-muunnoksena tunnettu integraalimuunnos. Se on yksi yleisimmin ka¨y-
to¨ssa¨ olevista integraalimuunnoksista, minka¨ taustat pohjautuvat Eulerin ja Lagrangen ka¨a¨nteista¨
Laplace-muunnosta muistuttaviin integraaleihin. Muunnos sai nimensa¨ kehitta¨ja¨nsa¨ ranskalaisen
matemaatikon Pierre-Simon Laplace (1749-1827) mukaan.
Tyo¨n alussa esitella¨a¨n Laplace-muunnoksen syntyyn liittyva¨a¨ historiaa seka¨ palautetaan mieleen
joitain esitietoja liittyen integraalin suppenemiseen ja jatkuvuuden ka¨sitteeseen. Ta¨ma¨n ja¨lkeen
perehdyta¨a¨n varsinaiseen asiaan, eli Laplace-muunnoksen ma¨a¨ritelma¨a¨n ja sen ominaisuuksiin.
Ka¨yda¨a¨n la¨pi kuinka muodostuvat derivaatan ja integraalin Laplace-muunnokset seka¨ lopulta tut-
kitaan ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen ma¨a¨ritelma¨a¨ ominaisuuksineen. Laplace-muunnos muuntaa
t:n funktion f , s:n funktioksi F , minka¨ ratkaiseminen esimerkiksi osamurtohajotelman avulla on
huomattavasti alkupera¨ista¨ helpompaa. Lopulta F (s) palautetaan ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen
avulla takaisin t:n funktioksi f , mika¨ on differentiaaliyhta¨lo¨n ratkaisu. Ka¨a¨nteismuunnoksen ja
kompleksisen Laplace-muunnoksen ma¨a¨rittelyssa¨ ka¨yta¨n apuna Fourier’n muunnoksen teoriaa.
Tyo¨ssa¨ ka¨sitella¨a¨n myo¨s konvoluution seka¨ yksikko¨askelfunktion ka¨sitteita¨ ja niiden Laplace-
muunnoksia. Tavoitteena on osoittaa kuinka kyseinen menetelma¨ helpottaa tietyntyyppisten
differentiaaliyhta¨lo¨iden ratkaisemista. Varsinkin sa¨hko¨tekniikassa ja elektroniikassa kyseinen in-
tegraalimuunnos on eritta¨in ta¨rkea¨ tyo¨va¨line. Tyo¨n lopussa sovelletaan opittua erityyppisten
differentiaaliyhta¨lo¨iden ratkaisuun seka¨ elektroniikan piirien, eritoten RLC-piirien yhteydessa¨
ilmenevien differentiaaliyhta¨lo¨iden teoriaan.
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Tyo¨ssa¨ paneudutaan Laplace-muunnokseen, sen ma¨a¨ritelma¨a¨n ja ominaisuuksiin, ka¨a¨n-
teismuunnokseen seka¨ tyypillisimpiin matemaattisiin ja osaltaan myo¨s fysikaalisiin sovel-
luksiin.
Laplace-muunnos on saanut nimensa¨ ranskalaisen matemaatikon ja ta¨htitieteilija¨n
Pierre-Simon Laplacen (1749-1827) mukaan. Vuonna 1744, Euler, ja ha¨nen ja¨lkeensa¨ La-
grange, olivat aloittaneet tutkimukset siita¨, kuinka ratkaista differentiaaliyhta¨lo¨ita¨ ka¨a¨n-
teiseen Laplace-muunnokseen verrattavalla menetelma¨lla¨ [5]:
z =
∫
X(x)eaxdx ja z =
∫
X(x)xadx.
Vuonna 1785 Laplace otti ratkaisevan askeleen eteenpa¨in ja ka¨ytti vastaavanlaisia inte-
graaleja muuntaakseen koko differentiaaliyhta¨lo¨n, ja havaitsi, etta¨ muunnettu yhta¨lo¨ oli
helpompi ratkaista kuin alkupera¨inen. Pierre-Simon Laplace loi siis perustan nykymuo-
toiselle Laplace-muunnokselle ja sen ka¨yto¨lle eri sovellusalueilla. Ha¨nen kuuluisin julkaisu
on Theorie analytique des probabilites. Saavutustensa ansiosta Laplace nimettiin kreiviksi
vuonna 1806 ja myo¨hemmin vuonna 1817 ha¨n sai markiisin arvonimen. Laplace on myo¨s
yksi niista¨ 72 henkilo¨sta¨, joiden nimet on kaiverrettu Eiffel-torniin [5].
Yksi Laplace-muunnoksen ta¨rkeista¨ sovellusalueista on differentiaaliyhta¨lo¨iden ratkai-
seminen. Laplace-muunnos on ta¨ssa¨ yhteydessa¨ hyva¨ tyo¨va¨line, koska ongelmaa ratkais-
taessa ei ole va¨ltta¨ma¨to¨nta¨ etsia¨ differentiaaliyhta¨lo¨n yleista¨ ratkaisua, vaan alkuehdot,
jos ne ovat tiedossa, voidaan ottaa suoraan huomioon ratkaisumenetelma¨ssa¨. Ta¨sta¨ joh-
tuen Laplace-muunnosta ka¨yteta¨a¨n paljon fysikaalisissa sovelluksissa, missa¨ ns. alkutilan-
teen arvot ovat usein tiedossa. Eritoten sa¨hko¨tekniikassa ja elektroniikassa se on ta¨rkea¨
tyo¨va¨line. Seuraava kuva 1.1 havainnollistaa, kuinka Laplace-muunnos helpottaa niiden
differentiaaliyhta¨lo¨iden ratkaisemista, mihin muuntokaavaa voidaan soveltaa.
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Kuva 1.1: Havainnollistava kaavio Laplace-muunnoksen ka¨yto¨sta¨ differentiaaliyhta¨lo¨n f(t)
ratkaisemiseen.
Tutkielman tarkoituksena on antaa lukijalle perustiedot Laplace-muunnoksesta ja sen
ominaisuuksista. Alussa ka¨yda¨a¨n la¨pi tarpeellisia esitietoja, jonka ja¨lkeen perehdyta¨a¨n
Laplace-muunnoksen ma¨a¨ritelma¨a¨n. Ta¨ma¨n ja¨lkeen paneudutaan Laplace-muunnoksen
ja ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen ominaisuuksiin. Kolmannen luvun lopussa tutkitaan
epa¨jatkuvien ja jaksollisten funktioiden Laplace-muunnoksia seka¨ konvoluution ka¨sitteen





Laplace-muunnoksen yhteydessa¨ ilmenee joitain vaatimuksia jatkuvuuden ja integraalin
olemassaolon suhteen. Ka¨yda¨a¨n la¨pi joitain ka¨sitteita¨, kuten hyppyepa¨jatkuvuus, paloit-
tainen jatkuvuus ja integraalin suppeneminen.
2.1 Integraalin suppeneminen
Olkoon f sellainen va¨lilla¨ [a, b[ (ei siis va¨ltta¨ma¨tta¨ pisteessa¨ b) ma¨a¨ritelty funktio, etta¨ f
on Riemann-integroituva va¨lilla¨ [a, z] ja∫ z
a
f(t)dt







on a¨a¨reellisena¨ olemassa, sanotaan, etta¨ integraali∫ b
a
f(t)dt










Kyseista¨ integraalia sanotaan funktion epa¨oleelliseksi integraaliksi va¨lilla¨ [a, b[. Jos raja-
arvoa ei ole olemassa a¨a¨reellisena¨, sanotaan, etta¨ integraali hajaantuu, eli sita¨ ei ole ma¨a¨-
ritelty.
Funktion epa¨oleellinen integraali integroimisva¨lin alarajalla ma¨a¨ritella¨a¨n vastaavasti.
Lause 2.2. Olkoon f sellainen va¨lilla¨ [a, b[ ma¨a¨ritelty funktio, etta¨ f on Riemann-integroi-
tuva va¨lilla¨ [a, z] kaikilla z ∈]a, b[. Oletetaan lisa¨ksi, etta¨ f(t) ≥ 0 kaikilla t ∈ [a, b[. Jos
ta¨llo¨in on olemassa sellainen M > 0, etta¨∫ z
a











f(t)dt, z ∈ [a, b[.
Ta¨llo¨in G on oletuksen nojalla ylha¨a¨lta¨ rajoitettu va¨lilla¨ [a, b[. Olkoot z1 ja z2 sellaisia





















Lause 2.4. Jos ∫ b
a
f(t)dt
suppenee itseisesti, suppenee se myo¨s tavallisessa mielessa¨.
Todistus. Koska







suppenee, niin majoranttiperiaatteen [7] nojalla myo¨s∫ b
a
(|f(t)| − f(t))dt

















Lauseiden 2.2. ja 2.4. mukaan voidaan helposti pa¨a¨tella¨, etta¨ jos |f(t)| ≤ M kaikilla
t ∈ [a, z] ja a < z < b, niin∫ z
a




Jotta jollekin funktiolle f(t) voidaan ma¨a¨ritta¨a¨ Laplace-muunnos, tulee sen olla jatkuva
tai paloittain jatkuva puoliavoimella va¨lilla¨ [0,∞). On siis syyta¨ tarkastella aluksi mita¨
merkitseva¨t ka¨sitteet hyppyepa¨jatkuvuus ja paloittainen jatkuvuus.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.5. (Hyppyepa¨jatkuvuus, [2]) Funktiolla f sanotaan olevan hyppyepa¨jat-
kuvuuskohta pisteessa¨ t0, jos funktion toispuoleiset raja-arvot pisteessa¨ t0 ovat olemassa
a¨a¨reellisina¨, mutta erisuurina. Toisin sanoen
lim
t→t0−
f(t) = L ja lim
t→t0+
f(t) = M,
mutta L 6= M
Ma¨a¨ritelma¨ 2.6. (Paloittainen jatkuvuus, [2]) Funktio f on paloittain jatkuva puoliavoi-
mella va¨lilla¨ [0,∞), jos (1.) limt→0+ f(t) = f(0) on olemassa ja (2.) f on jatkuva kaikilla
rajallisilla va¨leilla¨ (0, b), missa¨ b ∈ R ja 0 < b <∞, paitsi a¨a¨reellisessa¨ ma¨a¨ra¨ssa¨ funktion
f hyppyepa¨jatkuvuuskohtia τ1, τ2, τ3, . . . ,τn.
Ta¨rkea¨ seuraus paloittaisesta jatkuvuudesta on se, etta¨ jokaisella osava¨lilla¨ (τi, τi+1)
funktio f on myo¨s rajoitettu eli a¨a¨reellinen. Toisin sanoen
|f(t)| ≤Mi, τi < t < τi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1,
a¨a¨reelliselle ma¨a¨ra¨lle vakioita Mi.
Kun halutaan integroida paloittain jatkuvaa funktiota yli va¨lin [0, b[, missa¨ b < ∞,












Ta¨ma¨ voidaan tehda¨, koska funktio f on seka¨ jatkuva etta¨ rajoitettu jokaisella osava¨lilla¨




Seuraavassa perehdyta¨a¨n Laplace-muunnoksen ma¨a¨ritelma¨a¨n ja tutkitaan Laplace-muun-
noksen ominaisuuksia, kuten lineaarisuus ja eksponentiaalinen kertaluku, seka¨ lasketaan
joitain esimerkkitehta¨via¨. Tyo¨n kannalta erityisen kiintoisia ominaisuuksia ovat Laplace-
muunnoksen (myo¨s ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen) lineaarisuus seka¨ funktion derivaa-
tan Laplace-muunnos:
L(f ′)(s) = sL(f)(s)− f(0).
Na¨iden ominaisuuksien avulla differentiaaliyhta¨lo¨ voidaan muuttaa algebralliseksi yhta¨-
lo¨ksi, jonka ratkaiseminen on tyypillisesti paljon differentiaaliyhta¨lo¨a¨ yksinkertaisempaa.
3.1 Kohti Laplace-muunnosta
Ennen paneutumista varsinaiseen ma¨a¨ritelma¨a¨n ka¨yda¨a¨n la¨pi era¨s selkea¨ tapa ajatel-
la Laplace-muunnoksen ”syntya¨”. Huomioidaan, etta¨ historiallisessa mielessa¨ Laplace-
muunnosta ei keksitty kyseisella¨ tavalla. Tavoitteena on vastata Laplace-muunnoksen yh-
teydessa¨ ilmeneva¨a¨n, monia askarruttavaan kysymykseen, miksi t:n funktiosta tulee s:n






missa¨ n ∈ N, x ∈ R. Koska kyseessa¨ on Taylorin sarja, on funktion A kertoimet an =
a0, a1, a2, . . . , an diskreetteja¨. Korvataan funktion A parametri an funktiolla a siten, etta¨






Halutaan muodostaa ”diskreetista¨” Taylorin sarjasta jatkuva analogia. Ta¨ma¨ voidaan to-
teuttaa korvaamalla diskreetti muuttuja n ∈ N jatkuvalla muuttujalla t ∈ [0,∞). Nyt






Olkoon a integroituva yli positiivisten reaalilukujen. Ta¨llo¨in integraali A(x) on olemas-
sa, jos x ∈ (−1, 1). Jotta va¨ltyta¨a¨n integraalin imagina¨a¨risilta¨ tuloksilta, tarkastellaan
vain reaaliakselin positiivisia arvoja, eli x ∈ [0, 1). Integraalin laskutoimitusta helpottaak-
semme pyrita¨a¨n muokkaamaan parametria xt joksikin helpommaksi ka¨sitella¨. Logaritmin
laskusa¨a¨nto¨jen mukaan x = elnx ja kaikilla x ∈ [0, 1) on lnx < 0. Korvataan muuttuja
lnx muuttujalla s ∈ [0,∞) siten, etta¨ lnx = −s. Nyt xt = e−st. Integraaliin on ta¨ssa¨
vaiheessa ja¨rkeva¨a¨ tehda¨ myo¨s joitain kosmeettisia muutoksia, kuten merkita¨ funktiota





Integraalia F (s) kutsutaan funktion f yksipuoliseksi Laplace-muunnokseksi.
3.2 Laplace-muunnoksen ma¨a¨ritelma¨
Ma¨a¨ritelma¨ 3.1. Olkoon f : [0,∞)→ R lokaalisti integroituva, ja olkoon s ∈ R. Ta¨llo¨in
funktion f Laplace-muunnos on funktio F , joka ma¨a¨ritella¨a¨n integraalin




avulla, kun oikeanpuoleinen integraali on olemassa epa¨oleellisena integraalina. Erityisesti









Funktion Laplace-muunnoksesta ka¨yteta¨a¨n la¨hteesta¨ riippuen merkinto¨ja¨ F , Lf , L(f(t))(s),
L(f)(s) tai Lf(s). Ka¨yta¨n tyo¨ssa¨ni edelta¨mainittuja merkinto¨ja¨ tilanteesta riippuen, jol-
loin sekaannuksen vaaraa ei ole olemassa.













e(3−s)R − 1 =
{
∞, s ∈ [0, 3),
−1, s > 3.
Koska selva¨sti tapauksessa s = 3 integraali hajaantuu, saadaan
Lf(s) = 1
s− 3 ∀s > 3.
3.3 Laplace-muunnoksen ominaisuuksia
Lause 3.3. (Laplace-muunnoksen lineaarisuus) Olkoon f , g: [0,∞) → R sellaisia funk-
tioita, joiden Laplace-muunnokset ovat olemassa parametrilla s ∈ R. Ta¨llo¨in L on line-
aarinen seuraavassa mielessa¨:
L[f + g](s) = Lf(s) + Lg(s),
L[cf ] = cLf(s),
missa¨ c ∈ R on mielivaltainen vakio.
Todistus. Ka¨yteta¨a¨n hyva¨ksi integraalin lineaarisuusominaisuutta. Koska funktiot f ja g
ovat oletuksen mukaan integroituvia yli joukon [0,∞), niin











= Lf(s) + Lg(s).








Laplace-muunnos on ta¨ten selva¨sti lineaarinen. Myo¨hemmin osoitetaan, etta¨ myo¨s ka¨a¨n-
teinen Laplace-muunnos L−1F (t) on lineaarinen.
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Ma¨a¨ritelma¨ 3.4 (Eksponentiaalinen kertaluku). Funktion f sanotaan olevan eksponen-
tiaalista kertalukua vakiolla α ∈ R, jos on olemassa sellainen vakio M > 0, etta¨ jollain
T > 0 pa¨tee
|f(t)| ≤Meαt kaikilla t > T.
Toisin sanoen suurilla t funktio f kasvaa korkeintaan vauhtia eαt.
Lause 3.5. Jos f : [0,∞) → R on paloittain jatkuva ja eksponenttiaalista kertalukua α,
niin Lf(s) on ma¨a¨ritelty kaikilla s > α.






















kaikilla s > α, koska eksponentti on ta¨llo¨in negatiivinen. Kun R→∞,∫ ∞
0
e−st|f(t)|dt ≤ M
s− α, s > α.
Nyt on osoitettu, etta¨ integraali (3.6) suppenee itseisesti kaikilla s > α, joten lauseen 2.2.
nojalla se suppenee myo¨s varsinaisessa mielessa¨, eli Laplace -muunnos Lf(s) on ma¨a¨ritelty
kaikilla s > α.



















Esimerkki 3.8. Lasketaan funktion fn(t) = t
n, t ≥ 0, Laplace-muunnos Lfn(s). Ta¨ssa¨

































Ta¨ssa¨ viimeinen yhta¨lo¨ on seuraus siita¨, etta¨ eksponenttifunktio kasvaa a¨a¨retto¨myydessa¨
nopeammin kuin mika¨a¨n polynomi. Rekursiokaavaa iteroimalla havaitaan, etta¨ esimerkin
funktion Laplace-muunnos palautuu muotoon
Lfn(s) = n
s
Lfn−1(s) = n(n− 1)
s2
Lfn−2(s) = . . . = n!
sn
Lf0(s).















Lause 3.9. (Ensimma¨inen translaatiolause) Jos Lf(s) on ma¨a¨ritelty, kun s > α, niin
funktion eatf(t) Laplace-muunnos on ma¨a¨ritelty, kun s > a+ α, ja pa¨tee, etta¨
L(eatf(t))(s) = L(f)(s− a),
missa¨ a on jokin mielivaltainen reaaliluku.







e−(s−a)tf(t)dt = Lf(s− a),
joka on ma¨a¨ritelty kaikilla s− a > α, eli kun s > a+ α.
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3.4 Derivaatan ja integraalin Laplace-muunnos
Sovellettaessa Laplace-muunnosta ensimma¨isen tai toisen kertaluvun differentiaaliyhta¨lo¨i-
hin on tarpeen selvitta¨a¨ mika¨ on derivaattafunktion Laplace-muunnos. Derivaattafunktion
muunnoksen avulla voidaan differentiaaliyhta¨lo¨ muuttaa helposti ratkaistavaksi algebral-
liseksi yhta¨lo¨ksi.
Lause 3.10. (Derivaatan Laplace-muunnos) Jos seka¨ f etta¨ f ′ ovat paloittain jatkuvia
va¨lilla¨ [0,∞) ja molemmat ovat eksponenttiaalista kertalukua α, niin derivaatan Laplace-
muunnos saadaan kaavasta
Lf ′(s) = sLf(s)− f(0).

















e−stf(t)dt− f(0) = sLf(s)− f(0).
Induktiota ka¨ytta¨ma¨lla¨ voidaan laajentaa lause 3.10. myo¨s funktion f korkeamman asteen
derivaatoille. Esimerkiksi f :n toisen derivaatan Laplace-muunnos on
Lf ′′(s) = sLf ′(s)− f ′(0) = s[sLf(s)− f(0)]− f ′(0),
joka sievenee muotoon
Lf ′′(s) = s2Lf(s)− sf(0)− f ′(0).
Iteroimalla munnosta aina n:teen derivaattaan saakka saadaan seuraava tulos.
Lause 3.11. (Korkeampien derivaattojen Laplace-muunnos) Olkoon f(t), f ′(t), f ′′(t), . .
. , f (n−1)(t) jatkuvia va¨lilla¨ [0,∞) ja f (n)(t) paloittain jatkuva va¨lilla¨ [0,∞), seka¨ oletetaan
etta¨ kaikki edelta¨va¨t funktiot ovat eksponentiaalista kertalukua α. Ta¨llo¨in kaikille s > α,
L(f (n)(t)) = snL(f(t))− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− . . .f (n−1)(0).
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Ta¨sta¨ tuloksesta havaitaan, kuinka hyo¨dyllinen tyo¨kalu Laplace-muunnos on alkuarvo-
ongelmia ratkaistaessa.
Lause 3.12. Oletetaan, etta¨ f on paloittain jatkuva va¨lilla¨ [0,∞) ja eksponenttiaalista




(s), s > α.
Todistus. Yhta¨lo¨n voi kirjoittaa myo¨s muodossa
L(tnf)(s) = (−1)nF (n)(s),
missa¨ n ∈ N ja tarkoittaa samanaikaisesti seka¨ potenssin kerrointa etta¨ derivaatan ja¨rjes-








Tutkitaan seuraavaksi Laplace-muunnoksen F (s) derivaattoja F ′(s), F ′′(s) ja F ′′′(s). En-
simma¨inen derivaatta n = 1









ja kolmas derivaatta n = 3




Havaitaan, etta¨ Laplace-muunnoksen derivaattakaavaa iteroimalla saadaan muunnoksen
n:s derivaatta




ja lopuksi sijoitetaan yhta¨lo¨o¨n integraalia vastaava Laplace-muunnos
L(tnf(t))(s) = (−1)nF (n)(s).
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Lause 3.13. (Integraalin Laplace-muunnos) Olkoon f paloittain jatkuva ja eksponentiaa-
lista kertalukua α, kun t ≥ 0. Ta¨llo¨in













niin g(0) = 0 ja g′(t) = f(t), joten










Differentiaaliyhta¨lo¨ita¨ jotka sisa¨lta¨va¨t myo¨s integraaleja, esiintyy eritoten elektronii-
kan piirien yhteydessa¨ ilmenevissa¨ matemaattisissa ongelmissa. Perehdyta¨a¨n ta¨ha¨n asiaan
paremmin tutkielman loppussa.
3.5 Kompleksinen Laplace-muunnos
Seuraavaksi paneudutaan kompleksiseen Laplace-muunnokseen seka¨ Fourier’n muunnok-
sen ja Laplace-muunnoksen va¨liseen yhteyteen. En tyo¨ssa¨ni paneudu Fourier’n muunnok-
seen muuten, kun etta¨ ka¨yta¨n siihen liittyva¨a¨ teoriaa ma¨a¨ritelta¨essa¨ kompleksista Laplace-
muunnosta. Syva¨llisempa¨a¨n perehtymiseen suosittelen luettavaksi la¨hdeteosta ([9] s. 397-
412).








Fourier’n muunnos F (w) funktiosta U(t) on olemassa, jos U ja U ′ ovat paloittain jatkuvia
ja U on integroituva yli R:n eli∫ ∞
−∞
|U(t)|dt < M, M ∈ R+.






ma¨a¨ritta¨a¨ reaalisen ω kompleksisen funktion g. Kertomalla funktio, jota integroidaan, ter-
milla¨ e−γt, saadaan ma¨a¨riteltya¨ kompleksinen funktio G(γ+iω) kompleksiselle muuttujalle
γ + iω:







Funktiota G(γ+iω) kutsutaan kaksipuoliseksi Laplace-muunnokseksi funktiolle f(t). Tyy-





missa¨ s = γ + iω. Kaksipuolinen Laplace-muunnos on olemassa, kun funktion f(t)e−γt
Fourier’n muunnos on olemassa. Fourier’n muunnoksen teorian mukaan (ks. [9] s. 397-
412) sopivat olosuhteet toteutuvat, kun∫ ∞
−∞
|f(t)|e−γtdt <∞.
Funktion f(t) tapauksessa integraali on a¨a¨reellinen niilla¨ γ arvoilla, jotka lo¨ytyva¨t joltain
tietylta¨ va¨lilta¨ a < γ < b, a ja b ∈ R ([9] s. 423).
Kaksipuolinen Laplace-muunnos ka¨ytta¨a¨ integraalin alarajana arvoa t = −∞, joten
se vaatii tuntemusta funktion f(t) ka¨ytta¨ytymisesta¨ ennen ajanhetkea¨ t = 0. Tyypillisesti
matemaattisissa tai fysikaalisissa sovelluksissa on tarpeen tulkita vain tapahtumia, jolloin
t ≥ 0. Ta¨sta¨ syysta¨ en paneudu tyo¨ssa¨ni kyseiseen ongelmaan ja sen sovelluksiin niin
laajalti kuin yksipuoleiseen Laplace-muunnokseen.
Yksipuolinen kompleksinen Laplace-muunnos ma¨a¨ritella¨a¨n integraalina (vrt. ma¨a¨ritel-
ma¨ 3.1):





missa¨ s = γ + iω. Jos s0 = γ0 + iω ja F (s0) on olemassa seka¨ argumenttien s ja s0






jolloin F (s) on olemassa argumentilla s = γ+iω. Ta¨sta¨ johtuen Laplace-muunnos L(f(t))(s)
on ma¨a¨ritelty kaikilla Re(s) > γ0.
3.6 Ka¨a¨nteinen Laplace-muunnos
Edelta¨vissa¨ osioissa ollaan ka¨sitelty Laplace-muunnosta integraalioperattorina, mika¨ muun-
taa funktion f funktioksi F . Sovellettaessa Laplace-muunnosta differentiaaliyhta¨lo¨iden
ratkaisemiseen on lopuksi tarpeen palauttaa funktio F funktioksi f , jotta pa¨a¨sta¨a¨n diffe-
rentiaaliyhta¨lo¨n ratkaisuun. Ta¨ma¨ tapahtuu ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen avulla.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.14. Oletetaan, etta¨ funktio f on va¨lilla¨ [0,∞) jatkuva ja sille pa¨tee ehto
L(f)(s) = F (s).
Nyt voidaan sanoa, etta¨ f on funktion F ka¨a¨nteinen Laplace-muunnos, eli
f(t) = L−1(F )(t).





Vastauksen ma¨a¨ritta¨miseen ka¨yteta¨a¨n apuna kuvan 4.3 taulukkoa.










(t) = sin 3t.
Harvemmin kyseessa¨ on edellisen esimerkin kaltainen yksinkertainen tapaus, johon
ka¨a¨nteismuunnosta pita¨a¨ soveltaan. Ta¨llo¨in tarvitaan avuksi ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen
ominaisuuksia. Ma¨a¨ritella¨a¨n ka¨a¨nteinen Laplace-muunnos Fourier’n muunnoksen teorian
pohjalta niin sanottuna Bromwichin integraalina, jotta integraalin laskusa¨a¨nto¨jen avulla
voidaan todistaa myo¨s ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen lineaarisuusominaisuus.
Olkoon funktio U ma¨a¨ritelty seuraavasti:
U(t) =
{
f(t), t ≥ 0
0, t < 0
.
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Suoritetaan muuttujan vaihto s = γ + iω, missa¨ reaaliosa γ on kiinnitetty ja dω = ds
i
.











mista¨ on helppo pa¨a¨tella¨, etta¨





Lause 3.16. Oletetaan, etta¨ L−1(F1) ja L−1(F2) ovat olemassa seka¨ jatkuvia va¨lilla¨
[0,∞). Ta¨llo¨in L−1 on lineaarinen seuraavassa mielessa¨:
L−1(aF1 + bF2)(t) = aL−1(F1)(t) + bL−1(F2)(t),
missa¨ a ja b ovat mielivaltaisia vakiokertoimia.
Todistus. Laplace-muunnoksen ka¨a¨nteismuunnos tunnetaan siis ns. Bromwichin integraa-
lina [6]. Se on kompleksinen integraali:





Ka¨a¨nteisen Laplace-muunnoksen ma¨a¨ritelma¨sta¨ ja integraalin laskusa¨a¨nno¨ista¨ seuraa, etta¨























= aL−1(F1)(t) + bL−1(F2)(t).
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3.7 Epa¨jatkuvien ja jaksollisten funktioiden Laplace-
muunnos
Ta¨ssa¨ osiossa perehdyta¨a¨n epa¨jatkuvien ja jaksollisten funktioiden Laplace-muunnosten
hallintaan, jolla on suuresti ka¨ytto¨a¨ varsinkin fysikaalisissa sovelluksissa. Erityisesti pa-
neudutaan keinoihin, kuinka ka¨sitella¨ funkioita, joissa on hyppyepa¨jatkuvuuskohtia. Hyp-
pyepa¨jatkuvuuskohtia ilmenee luonnollisesti fysikaalisissa ongelmissa, kuten sa¨hko¨laitteis-
sa, joissa on virtakytkin. Jotta kyseista¨ ka¨yto¨sta¨ voisi ka¨sitella¨ matemaattisesti, Oliver
Heaviside esitteli seuraavan yksikko¨askelfunktion.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.17. Yksikko¨askelfunktio u(t) ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavasti:
u(t) =
{
0, t < 0,
1, 0 < t.




0, t < a,
1, a < t.
Esimerkki 3.18. Laske funktion u(t− a) Laplace-muunnos, kun a ≥ 0.





























(t) = u(t− a).
Lause 3.19. (Toinen translaatiolause) Olkoon F (s) ma¨a¨ritelty kaikilla s > α ≥ 0. Jos a
on positiivinen vakio, niin
L[(f(t− a)u(t− a)](s) = e−asF (s)
ja vastaavasti ka¨a¨nta¨en pa¨tee, etta¨
L−1[e−asF (s)](t) = f(t− a)u(t− a).
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Todistus. Laplace-muunnoksen ma¨a¨ritelma¨sta¨ seuraa, etta¨
L[(f(t− a)u(t− a)](s) =
∫ ∞
0




Viimeinen yhta¨lo¨ on seurausta yksikko¨askelfunktion ma¨a¨ritelma¨sta¨, eli u(t− a) = 0, kun








e−svf(v)dv = e−asF (s).
Ma¨a¨ritelma¨ 3.20. Funktion f(t) sanotaan olevan jaksollinen, jaksonpituudella T , jos
f(t+ T ) = f(T )
kaikilla argumentin t reaalisilla arvoilla.
Merkita¨a¨n yhden jakson pituista funktiota fT (t), eli
fT (t) =
{
f(t), 0 < t < T,
0, muulloin.








Lause 3.21. (Jaksollisen funktion Laplace-muunnos) Jos f on jaksollinen jaksonpituu-
della T ja se on paloittain jatkuva va¨lilla¨ [0, T ], niin






Todistus. Havaitaan, etta¨ f(t) voidaan kirjoittaa summana yhden jakson pituisista pa¨t-
kista¨, jossa vain yksi termi saa ma¨a¨ritelma¨n mukaan arvon kerrallaan, eli
f(t) = fT (t) + fT (t− T )u(t− T ) + fT (t− 2T )u(t− 2T ) + . . .
Na¨in ollen
Lf = L(fT ) + L(fT (t− T )u(t− T )) + L(fT (t− 2T )u(t− 2T )) + . . . ,
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joten toisen translaatiolauseen 3.18. mukaan
Lf(s) = FT (s)(1 + e−sT + e−2sT + . . . ).
Sulkujen sisa¨lla¨ oleva summa on geometrinen sarja, minka¨ summa on 1/(1−e−sT ) kaikilla
s > 0. Siksi
Lf(s) = FT (s)
1− e−st .
3.8 Konvoluution Laplace-muunnos
Konvoluutio on kahden funktion f ja g va¨linen operaattori, joka ilmaisee alkupera¨isten
funkioiden integraalien pa¨a¨llekka¨isyytta¨. Sita¨ sovelletaan esim. todenna¨ko¨isyyslaskennas-
sa, tilastotieteessa¨, signaalinka¨sittelyssa¨ ja differentiaaliyhta¨lo¨ita¨ ratkaistaessa. Ka¨yda¨a¨n
seuraavaksi la¨pi konvoluutin ma¨a¨ritelma¨ ja sen ominaisuuksia.
Ma¨a¨ritelma¨ 3.22. (Konvoluutio) Olkoon f ja g paloittain jatkuvia va¨lilla¨ [0,∞). Funk-
tioiden konvoluutioita merkita¨a¨n f ∗ g ja




Konvoluution ominaisuudet vastaavat monia reaalilukujen kertolaskun ominaisuuksia
([1] s. 399):
Assosiatiivisuus
(h ∗ f) ∗ g = h ∗ (f ∗ g)
Distributiivisuus
h ∗ (f + g) = h ∗ f + h ∗ g
Kommutatiivisuus
f ∗ g = g ∗ f
Skalaarimonikerta
a(f ∗ g) = (af) ∗ g = f ∗ (ag)
Konvoluution derivaatta
D(f ∗ g) = Df ∗ g = f ∗Dg
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Lause 3.23. (Konvoluutioteoreema) Jos f ja g paloittain jatkuvia va¨lilla¨ [0,∞) ja ekspo-
nentiaalista kertalukua α seka¨ F (s) = Lf(s) ja G(s) = Lg(s), niin pa¨tee, etta¨
(3.24) L(f ∗ g)(s) = F (s)G(s)
ja toiseen suuntaan
(3.25) L−1(F (s)G(s))(t) = (f ∗ g)(t).
Todistus. (vrt. [1] s. 400) Aloitetaan tutkimalla yhta¨lo¨n 3.24 vasenta puolta. Konvoluution
ma¨a¨ritelma¨sta¨ seuraa, etta¨ kaikille s > α









Jotta molempien integraalin integroimisva¨lit saataisiin samoiksi, otetaan ka¨ytto¨o¨n yksik-
ko¨askelfunktio u(t− v), jolloin









missa¨ ka¨ytettiin apuna tietoa, etta¨ u(t− v) = 0, jos v > t. Oletusten perusteella voimme
muuttaa integroimisja¨rjestysta¨ ja saadaan









Toisen transaatiolauseen (lause 3.19.) mukaan sulkeiden sisa¨lla¨ oleva integraali∫ ∞
0
u(t− v)f(t− v)g(v)dt = e−svF (s),
joten
L(f ∗ g)(s) =
∫ ∞
0
g(v)e−svF (s)dv = F (s)
∫ ∞
0
e−svg(v)dv = F (s)G(s).























= t ∗ sin t = sin t ∗ t.
Konvoluution ma¨a¨ritelma¨sta¨ saadaan




ja osittaisintegroimalla pa¨a¨sta¨a¨n tulokseen∫ t
0
sin(t− v)vdv = t cos 0−
∫ t
0
cos(t− v)dv = t+ sin 0− sin t = t− sin t.












































Sijoitetaan saadut tulokset yhta¨lo¨o¨n (3.28) ja saadaan funktion F ka¨a¨nteismuunnos








Ta¨ssa¨ luvussa sovelletaan Laplace-muunnosta differentiaaliyhta¨lo¨iden ratkaisemiseen (ks.
kuva 1.1). Ensimma¨isessa¨ esimerkissa¨ 4.1. ratkaistaan ns. alkuarvo-ongelma. Alkoarvo-
ongelmalla tarkoitetaan differentiaaliyhta¨lo¨a¨, josta tiedeta¨a¨n funktion ja sen derivaatan
arvo hetkella¨ (usein ajanhetkella¨) t = 0. Toisessa esimerkissa¨ 4.6. ratkaistaan differenti-
aaliyhta¨lo¨, josta emme tieda¨ alkuarvoja. Kolmannessa esimerkissa¨ 4.9. sovelletaan konvo-
luutioteoreemaa, yksikko¨askelfunkion ma¨a¨ritelma¨a¨ seka¨ sen Laplace-muunnosta differen-
tiaaliyhta¨lo¨n alkuarvo-ongelman ratkaisuun.
Esimerkki 4.1. Ratkaise alkuarvo-ongelma
(4.2) y′′ − 2y′ + 5y = −8e−t; y(0) = 2, y′(0) = 12.
Differentiaaliyhta¨lo¨ (4.2.) on kahden t:n funktion identiteetti, joten voidaan ottaa molem-
minpuolin Laplace-muunnokset niin, etta¨ yhta¨suuruus sa¨ilyy. Na¨in ollen
L(y′′ − 2y′ + 5y)(s) = L(−8e−t)(s).
Laplace-muunnoksen lineaaristen ominaisuuksen ansiosta ja kuvan 4.3 taulukon avulla
voidaan edelta¨va¨ yhta¨lo¨ kirjoittaa muodossa
(4.3) Ly′′(s)− 2Ly′(s) + 5Ly(s) = − 8
s+ 1
.
Alkuarvoehtojen ja lauseen 3.11. mukaan saadaan
Ly′(s) = sLy(s)− y(0) = sLy(s)− 2
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ja
Ly′′(s) = s2Ly(s)− sy(0)− y′(0) = s2Ly(s)− 2s− 12.
Sijoitetaan saadut Ly′(s) ja Ly′′(s) yhta¨lo¨o¨n (4.3) ja ratkaistaan Ly(s)
(s2Ly(s)− 2s− 12)− 2(sLy(s)− 2) + 5Ly(s) = − 8
s+ 1
(s2 − 2s+ 5)Ly(s) = 2s+ 8− 8
s+ 1





(s2 − 2s+ 5)(s+ 1) .




(s2 − 2s+ 5)(s+ 1)
)
(t).
Jotta ka¨a¨nteinen Laplace-muunnos pystytta¨isiin pa¨a¨ttelema¨a¨n, on meida¨n muokattava
ka¨a¨nteismuunnoksen (4.4) rationaalilauseketta muotoon, josta pystymme kuvan 4.3 tau-
lukon pohjalta pa¨a¨ttelema¨a¨n lopputuloksen. Ensin havaitaan, etta¨ nimitta¨ja¨n toisen as-




(s2 − 2s+ 5)(s+ 1) =
A(s− 1) + 2B




Kerrotaan yhta¨lo¨n molemmat puolet yhteisilla¨ tekijo¨illa¨, jolloin pa¨a¨sta¨a¨n muotoon
2s2 + 10s = [A(s− 1) + 2B](s+ 1) + C(s2 − 2s+ 5)
ja edelleen
2s2 + 10s = (A+ C)s2 + (2B − 2C)s+ (−A+ 2B + 5C).
Muodostetaan yhta¨lo¨ryhma¨ 
A+ C = 2
2B − 2C = 10
−A+ 2B + 5C = 0,
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jonka ratkaisuiksi saadaan A = 3, C = −1 ja B = 4. Sijoitetaan saadut tulokset yh-
ta¨lo¨o¨n (4.5), jolloin
2s2 + 10s
(s2 − 2s+ 5)(s+ 1) =
3(s+ 1) + 2(4)
















Nyt ka¨a¨nteismuunnoksen (4.4) lauseke on saatu muokattua muotoon, josta voidaan pa¨a¨tel-
























= 3et cos 2t+ 4t sin 2t− e−t.
Esimerkki 4.6. Ratkaise seuraava differentiaaliyhta¨lo¨
(4.7) y′′ + 4y′ − 5y = 4e−t
Laplace-muunnoksen avulla. Kyseisessa¨ tehta¨va¨ssa¨ ei ole tiedossa niin sanottuja alkuar-
voja.
Derivaatan Laplace-muunnoksen (lause 3.11.) mukaan
Ly′′(s) = sLy′(s)− y′(0) = s(sLy(s)− y(0))− y′(0) = s2Ly(s)− sy(0)− y(′0).
Differentiaaliyhta¨lo¨n vasen puoli voidaan siis kirjoittaa muotoon
s2Ly(s)− sy(0)− y′(0) + 4(sLy(s)− y(0))− 5Ly(s)
ja edelleen
(s2 + 4s− 5)Ly(s)− (s+ 4)y(0)− y′(0).
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Yhdisteta¨a¨n ratkaisut ja saadaan yhta¨lo¨n (2.1) Laplace-muunnos
(s2 + 4s− 5)Ly(s)− (s+ 4)y(0)− y′(0) = 4
s+ 1
,
ja edelleen funktion y Laplace-muunnos
(4.8) Ly(s) = Y (s) = 4
(s+ 1)(s+ 5)(s− 1) + y(0)
s+ 4
(s+ 5)(s− 1) + y
′(0)
1
(s+ 5)(s− 1) .
Differentiaaliyhta¨lo¨n (4.7) ratkaisemiseksi tulee ma¨a¨ritta¨a¨ yhta¨lo¨n (4.8) termien ka¨a¨n-
teiset Laplace-muunnokset. Ta¨ma¨ on helpoin toteuttaa jakamalla osamurtokehitelma¨n
avulla edella¨ mainittu yhta¨lo¨ termeitta¨in osamurtoihin. Merkita¨a¨n termeja¨ ja¨rjestyksensa¨
mukaan notaatioilla y1, y2 ja y3. Ensimma¨isen termin y1 osamurtokehitelma¨:
Ly1(s) = Y1(s) = 4










s2(A+B + C) + s(4A+ 6C) + (−5A−B − 5C)
(s+ 1)(s+ 5)(s− 1) .
Muodostetaan yhta¨lo¨ryhma¨ 
A+B + C = 0
4A+ 6C = 0
−5A−B − 5C = 4,
jonka ratkaisuksi saadaan A = −1
2
, B = 1
6
ja C = 1
3


























Toisen termin y2 osamurtokehitelma¨:
Ly2(s) = Y2(s) = y(0) s+ 4
















A+ 5B + C = 1
5C − A = 4,
jonka ratkaisuksi saadaan A = 1
6
, B = 0 ja C = 5
6












y(0) ∈ R on jokin mielivaltainen vakiokerroin, joka lauseen 3.15. mukaan ei vaikeuta












Viimeisen termin y3 osamurtokehitelma¨:
Ly3(s) = Y3(s) = y′(0) 1

















−A+ 5B = 1,
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jonka ratkaisuksi saadaan A = −1
6
ja B = 1
6



























Lopuksi yhdisteta¨a¨n kaikkien termien ka¨a¨nteiset Laplace-muunnokset ja saadaan differen-
tiaaliyhta¨lo¨lle ratkaisu






















































Esimerkki 4.9. Ratkaise seuraava alkuarvo-ongelma, missa¨ u(t− 3) on ns. siirretty yk-
sikko¨askelfunktio (ks. ma¨a¨ritelma¨ 3.17.) ja
(4.10) y′′ + y = u(t− 3), y(0) = 0, y′(0) = 1.
Otetaan yhta¨lo¨n (4.10) molemmin puolin Laplace-muunnokset, jolloin Laplace-muunnoksen
lineaarisuusomisaisuuksien (lause 3.3.), derivaatan Laplace-muunnoksen (lauseet 3.9. ja
3.10.) ja yksikko¨askelfunktion Laplace-muunnoksen (esimerkki 3.18.) mukaan saadaan
yhta¨lo¨ muotoon





Merkita¨a¨n Ly(s) = Y (s), sijoitetaan alkuarvoehdot ja ratkaistaan Y (s)
s2Ly(s)− sy(0)− y′(0) + Ly(s) = e
−3s
s























seka¨ merkita¨a¨n, etta¨ U(s) = 1/s ja T (s) = 1/(s2 + 1). Sovelletaan konvoluutioteoreemaa
(lause 3.22.), jolloin
f(t) = L−1(F (s))(t) = L−1(U(s)T (s))(t) = 1 ∗ sin t =
∫ t
0
sin tdt = 1− cos t.
Lopuksi sovelletaan toista translaatiolausetta (lause 3.18.), jonka avulla saadaan ma¨a¨ri-
teltya¨ yhta¨lo¨n (4.11) ka¨a¨nteinen Laplace-muunnos
L−1Y (s) = f(t− 3)u(t− 3) + sin t
ja edelleen alkuarvo-ongelman ratkaisuksi saadaan
y = sin t+ [1− cos(t− 3)]u(t− 3).
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4.1 Laplace-muunnoksen soveltaminen elektroniikan
piirien yhteydessa¨ ilmenevien differentiaaliyhta¨-
lo¨iden teoriaan.
Kuva 4.1: Kuva RLC-piirista¨ [2].
Era¨s tyypillinen eletroniikan piiri on kuvan 4.1 mukainen RLC-piiri. Kyseisessa¨ piiris-
sa¨ ja¨nnitteha¨vio¨iden suuruudet yli kelan (L=inductor), vastuksen (R=resistor) ja konden-










Kirchoffin ja¨nnitelain mukaan: suunnatusti yhteenlaskettujen potentiaalierojen summan
virtapiirin ympa¨ri pita¨a¨ olla nolla [8]. Toisin sanoen piirin komponenttien la¨pi kuljettaessa

























koska I = dQ/dt.
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Esimerkki 4.12. Tutki mika¨ on RLC-piirissa¨ kulkevaa virran suruutta I(t) kuvaava
funktio, kun tiedeta¨a¨n, etta¨ L = 1, R = 3, C = 1
2
, I(0) = 1 ja





I(τ)dτ = sin t.
En ka¨yta¨ kyseisessa¨ tehta¨va¨ssa¨ yksiko¨ita¨ mukana laskun selkeytta¨misen vuoksi.
Otetaan molemmin puolin Laplace-muunnokset ja sijoitetaan tehta¨va¨nannossa ilmoite-
tut arvot paikoilleen, jolloin yhta¨lo¨ (4.13) saadaan muotoon












(s+ 1)2(s+ 2)(s− 1) .(4.14)








































Nyt on saatu ratkaistua tehta¨va¨nannon mukaisessa RLC-piirissa¨ kulkevaa virtaa ajanhet-
kella¨ t kuvaava funktio I.
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Kuva 4.2: Esimerkin 4.12 vaihtovirtaa kuvaavan funktion I kuvaaja, missa¨ x-akseli ilmaisee
ajan hetkea¨ t ja y-akseli sita¨ vastaavaa virran suuruutta I(t).
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Kuva 4.3: Tyypillisimpien funktioiden Laplace-muunnokset seka¨ niiden ka¨a¨nteismuunnok-
set.
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